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Лекция  № 19

9.3.3 Матрицы и графы


Для наших целей граф G=(X,E) можно представить себе состоящим из конечного множества узлов, или вершин, вместе с множеством Е ребер, которые суть неупорядоченные пары вершин. Упорядочение (помечивание) ( графа G=(X,E) есть попросту отображение множества {1,2,..., N} на Х; здесь N - число узлов G. Граф G, помеченный посредством (, будем обозначать через G(=(X(,Е).


Пусть А - симметричная матрица порядка N.


Упорядоченный (помеченный) граф матрицы А, обозначаемый GА=(XА,ЕА), - это граф, для которого N вершин GА пронумерованы числами от 1 до N и  {Xi, Xj}(ЕА  тогда и только тогда, 

когда аij (= аij( 0, i( j.  Здесь Хi- узел ХА с меткой i.
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Чтобы подчеркнуть соответствие i-го диагонального элемента матрицы с узлом i ее графа, мы указываем этот элемент как i в кружочке. Внедиагональные элементы обозначены символом *.


Непомеченный граф А представляет структуру А без упоминаний о каком-либо конкретном упорядочении. Отыскание (хорошей( перестановки для А можно рассматривать как отыскание хорошего помечивания для ее графа. Например:

Два узла Х и Y из G называются смежными, если {X,Y}(Е.  Если Y( X  ( Y есть подмножество X), то смежное множество для Y есть  Аdj(Y)={x(X-Y({X,Y}(E  для некоторого y(Y 
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Другими словами Аdj(Y) - есть множество узлов G, не принадлежащих Y, но смежных хотя бы с одним узлом из Y. 

Y={X1, X2}                  Аdj(Y)=X3, X4, X6


Для Y(X степень Y, обозначаемая через Dеg (Y) есть число  (Аdj(Y)(.


Для примера Dеg(X2)=3.


Подграф G(Y) -это граф матрицы, полученный из матрицы G вычеркиванием всех строк и столбцов, кроме тех, которые соответствуют Y.


Пусть Y=( X2, X3, X6), тогда, если исходный граф GA 
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Матрица подграфа G(Y)



G(Y)

Этот же пример иллюстрирует понятие связности графа. Если X и Y -различные узлы G, то путем из X в Y длины L (1 называется упорядоченное множество из L+1 различных узлов  (V1, V2,..., Vi+1), такое, что Vi+1( Аdj(Vi), i=1,2,...,L, причем V1=x,   VL+1=y.


Граф называют связным, если каждая пара различных узлов соединена хотя бы одним путем. В противном случае G несвязен и состоит из двух или более связных компонент.

Машинное представление графов


Характеристики машинных алгоритмов, оперирующих с графами, обычно весьма чувствительны к способу их представления.


В наших задачах основной операцией с графами будет выявление отношений смежности между узлами. Поэтому мы нуждаемся в способе представления, позволяющем легко установить свойства смежности в графе и притом экономичном в смысле памяти.


Пусть G=(X,E) - граф с узлами. 

Списком смежности для x(X  называется список, содержащий все узлы из Аdj(X). 

Структура смежности графа G - это просто множество списков смежности для всех x(X.


1) Такую структуру можно реализовать очень просто и экономично, храня списки смежности последовательно в одномерном массиве ADJNCY; дополнительный индексный массив XADJ длины N+1 содержит указатели начала каждого списка смежности в массиве ADJNCY.

	
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12

	ADJNCY
	2
	6
	1
	3
	4
	2
	5
	2
	3
	6
	1
	5

	
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	
	
	
	
	

	XADJ
	1
	3
	6
	8
	9
	11
	13
	
	
	
	
	



Из программистских соображений часто бывает удобно иметь в XADJ дополнительную компоненту, так, чтобы переменная XADJ(N+1) указывала адрес первой свободной ячейки в массиве ADJNCY. Ясно, что общая длина массивов при такой схеме хранения равна: 
(X(+2(E(+1


Для доступа к соседям данного узла можно воспользоваться следующим программным сегментом:


........................


NBRBEG=XADJ(NODE)


NBREND=XADJ(NODE+1) -1


IF(NBREND.LT. NBRBEG) GO TO 200


DO 100 J= NBRBEG, NBREND


NABOR=ADJNCY(I)


.........................

100
CONTINUE

200


2. Часто используют и другие схемы хранения.


Распространенной схемой хранения является простая таблица связей, имеющая N строк и m столбцов, где m=max{Deg(х)}.

Список смежности i-го узла хранится в i-ой строке. Эта схема хранения может быть очень неэффективной, если многие узлы имеют степень меньшую, чем m.

Таблица связей

	Узел
	Соседи

	1
	2
	6
	-

	2
	1
	3
	4

	3
	2
	5
	-

	4
	2
	-
	-

	5
	3
	6
	-

	6
	1
	5
	-


Описанные две схемы имеют очевидный недостаток. Если степени узлов неизвестны заранее, то трудно построить схему хранения графа, заданного списком ребер, поскольку неизвестны форматы отдельных списков смежности. 

3. Эту трудность можно преодолеть вводя поле связей.

Пример такой схемы для графа GА
	
	HEAD
	
	
	
	NBRS
	
	
	
	LINK

	1
	10
	
	
	1
	2
	
	
	1
	11

	2
	6
	
	
	2
	6
	
	
	2
	-5

	3
	1
	
	
	3
	2
	
	
	3
	-1

	4
	12
	
	
	4
	3
	
	
	4
	7

	5
	8
	
	
	5
	1
	
	
	5
	9

	6
	5
	
	
	6
	1
	
	
	6
	4

	
	
	
	
	7
	4
	
	
	7
	-2

	
	
	
	
	8
	3
	
	
	8
	2

	
	
	
	
	9
	5
	
	
	9
	-6

	
	
	
	
	10
	6
	
	
	10
	3

	
	
	
	
	11
	5
	
	
	11
	-3

	
	
	
	
	12
	2
	
	
	12
	-4

	
	
	
	
	13
	6
	
	
	13
	1

	
	
	
	
	14
	3
	
	
	14
	5



Значением указателя HEAD(i) является начало списка смежности i-го узла; при этом в массиве NBRS находим соседа узла i, а в массиве LINK - указатель расположения следующего соседа этого узла.


Пусть, например, нужно отыскать соседей узла 5. Значение HEAD(5) равно 8. Обращаемся к NBRS(8) и получаем 3. Это один из соседей узла 5. Переходим к LINK(8)  и находим там 2. Это значит, что следующего соседа узла 5 нужно искать в NBRS(2), где хранится 6.


Наконец, находим LINK(2)= -5, что указывает окончание списка смежности для узла 5. (Вообще отрицательная связь -i указывает окончание списка смежности для узла i). Общая длина массивов при таком способе представления графа равна: (X(+4(E( .


Если в массивах NBRS и LINK достаточно места, то легко можно добавлять новые ребра. Например, чтобы добавить к структуре смежности ребро {3,6}, изменим список смежности узла 3, полагая LINK(13)=1, NBRS(13)=6  HEAD(3)=13. 
Аналогичным образом изменим список смежности узла 6, полагая LINK(14)=5, NBRS(14)=3,  HEAD(6)=14.
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